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Resume { Les iso-surfaces calculees a l'aide de l'algorithme de marching-cubes fournissent une triangulation des objets presents
dans une image volumetrique. Dans cet article, nous construisons un nouveau type d'iso-surfaces ayant la propriete d'e^tre incluses
dans la triangulation de Delaunay de leurs sommets. Pour chaque 8-cube, un ensemble de boucles est calcule, dependant unique-
ment de la connexite choisie pour les voxels interieurs et exterieurs. Puis, chaque boucle est triangulee selon sa geometrie. Nous
montrons que cette triangulation sous contrainte de Delaunay est toujours possible, et ceci me^me pour des voxels anisotropes.
L'inclusion de l'iso-surface dans la triangulation de Delaunay a des consequences importantes. Elle permet de deduire un modele
volumique des objets formes de tetraedres. Elle permet egalement d'acceder au squelette de l'objet. Des applications au calcul
du squelette sont presentees.
Abstract { Iso-surfaces provide a triangulation of objects in a volumetric image. They can be computed eciently using
the marching-cubes algorithm. In this paper, we construct a new type of iso-surfaces having the property to be included in
the Delaunay graph of its vertices. Inside each 8-cube, a set of loops is rst computed depending only on the connectedness
of inner and outer voxels. Then, a triangulation of those loops is derived, depending on their geometry. We prove that such
a triangulation always exists, even for anisotropic voxels. The inclusion of the iso-surface in the Delaunay triangulation has
important consequences. The skeleton and a volumic model for objects can be derived direct from the iso-surface. Applications
to the skeleton computation are presented.
1 Introduction
Nous assistons a l'heure actuelle a une multiplication
des images volumetriques provenant de diverses modali-
tes d'acquisition (IRM, scanners, microscopie confocale).
La visualisation de ces donnees passe par le calcul et l'af-
chage de surfaces particulieres dans l'image comme les
surfaces digitales ou les iso-surfaces.
Les iso-surfaces sont des surfaces triangulees de R
3
ap-
prochant la frontiere des objets presents dans une image.
Elles presentent de bonnes proprietes topologiques et geo-
metriques : ce sont des 2-varietes de R
3
; contrairement
aux surfaces digitales, elles ne presentent pas d'aspect en
marches d'escalier.
Malheureusement, une iso-surface fournit une represen-
tation surfacique des objets qui peut s'averer insusante
dans un contexte autre que la visualisation. Par exemple,
pour modeliser la deformation des objets par la methode
des elements nis, il est necessaire d'avoir une partition de
l'interieur des objets en briques de base jointives (cubes ou
tetraedres), autrement dit d'avoir une representation vo-
lumique. De me^me, pour extraire des parametres comme
l'epaisseur ou la longueur, la representation par squelette
est mieux adaptee.
Dans cet article, a la dierence des methodes existantes,
nous construisons des iso-surfaces incluses dans la triangu-
lation de Delaunay de leurs sommets. Cette construction
se fait localement et reste valable me^me si le volume est
anisotrope. Son cou^t est en O(N
3
), ou N est la taille du
volume et ne depend donc pas du nombre de sommets
de l'iso-surface. Nous montrons comment exploiter ce re-
sultat pour passer facilement d'une representation surfa-
cique par iso-surfaces a une representation volumique ou
par squelette.
1.1 Rappels de geometrie algorithmique
Nous commencons par quelques rappels de geometrie
algorithmique [16]. Par la suite, d designe la dimension de
l'espace considere. Quand on ne precisera pas, d vaudra 3.
Graphe de Delaunay Soit E 2 R
d
un ensemble ni de
points en position generale. La triangulation de Delaunay
est l'ensemble des triangles en 2D et des tetraedres en 3D
dont la sphere circonscrite ne contient aucun point de E
dans son interieur. Nous appelons graphe de Delaunay et
notons Del(E) le sous-complexe cellulaire de la triangula-
tion de Delaunay forme des elements de dimension d  1.
Enveloppe convexe L'enveloppe convexe, notee Hull(E)
d'un ensemble de points E 2 R
d
est le plus petit ensemble
convexe contenant E. Si E est un ensemble ni, l'enve-
loppe convexe est un polytope dont la frontiere est incluse
dans le graphe de Delaunay de E.
Graphe de Vorono Le diagramme de Vorono d'un
ensemble de points de E est une partition de l'espace en
regions appelees regions de Vorono. La region de Vorono
du point p 2 E est l'ensemble des points deR
d
plus proche
de p que de tout autre point de E. Le diagramme de Voro-
no est le dual de la triangulation de Delaunay. Nous appe-
lons graphe de Vorono et notons Vor(E) le sous-complexe
cellulaire du diagramme de Vorono forme des elements de
dimension d  1.
2 Iso-surface
2.1 Algorithme de marching-cubes
Une image volumetrique associe a un sous-ensemble des
points discrets Z
3
(appeles voxels) une valeur (appelee
niveau de gris).
Une image volumetrique peut e^tre consideree comme le
resultat de l'echantillonnage d'un champ scalaire continu
h en les points d'une grille discrete. L'iso-potentielle de
valeur C (i.e. fM 2 R
3
; h(M ) = Cg) denit une surface
dans l'espace. Par la suite, on appelle iso-surface toute sur-
face triangulee approchant l'iso-pontentielle d'iso-valeur
C. Le choix de C permet a l'utilisateur de selectionner un
objet particulier dans le volume.
Fig. 1: Exemples de congurations de triangles. Les are^tes
en traits epais ne sont determines que par les connexites
choisies pour les voxels, les are^tes en traits ns dependent
de la geometrie des sommets.
L'algorithme le plus repandu pour construire les iso-
surfaces dans une image est certainement le marching-
cubes [12, 18]. Son principe est de balayer l'image par blocs
de huit voxels, appeles 8-cubes et d'extraire pour chacun
de ces blocs un ensemble de triangles qui separe les voxels
interieurs (h(v)  C) des voxels exterieurs (h(v) < C).
Un sommet de l'iso-surface est deni comme un point
dans le segment ouvert de la grille discrete forme par un
voxel interieur et un voxel exterieur adjacent. La posi-
tion du sommet sur l'are^te depend lineairement des va-
leurs de h aux extremites de l'are^te. Dierents ensembles
de triangles peuvent e^tre construits sur les sommets d'un
8-cube. La maniere dont ce choix est eectue inuence la
geometrie et la topologie de l'iso-surface triangulee, donc
l'aspect et la qualite de l'approximation.
Le marching-cubes [12] propose un choix arbitraire qui
ne depend que de la valeur interieure ou exterieure des
voxels dans un 8-cube. Il existe 256 congurations de 8-
cubes. L'extraction des triangles au sein de chaque bloc
peut e^tre optimisee en pre-calculant une table de congu-
rations. D'autres auteurs ranent ce choix en exploitant la
valeur moyenne du champ h au milieu de chaque face [18],
en eectuant une interpolation bi- ou tri-lineaire [15], ou
en extrayant l'information de gradient [7]. Ces denitions
ne prennent pas en compte la geometrie des sommets, ce
qui explique que l'iso-surface obtenue ne concide pas ge-
neralement avec la triangulation de Delaunay.
2.2 Methode de construction proposee
Nous nous basons sur la denition d'iso-surface propo-
see dans [9], qui exploite a la fois la connexite digitale
des voxels | 6-, 18-, ou 26-connexite (e.g., cf.[8]) | et
la position des sommets sur la grille. Sur les faces d'un 8-
cube, les are^tes sont construites de maniere deterministe
en respectant les connexites choisies pour les voxels inte-
rieurs et exterieurs ; l'ensemble de ces are^tes forment des
boucles (voir gure 1). La triangulation de ces boucles de-
pend ensuite de la geometrie des sommets, car les are^tes
et les triangles sont construits sur l'enveloppe convexe des
sommets et des voxels interieurs (resp. exterieurs), si les
voxels exterieurs (resp. interieurs) suivent la 6-connexite.
La Figure 2 illustre cette construction.
Fig. 2: Construction des triangles sur l'enveloppe convexe
des sommets et des voxels interieurs.
Le principal resultat de cet article est de montrer qu'une
telle iso-surface a la propriete d'e^tre incluse dans la tri-
angulation de Delaunay de ses sommets. Pour etablir ce
resultat, nous montrons dans un premier temps que le cal-
cul du graphe de Delaunay a l'interieur de chaque 8-cube
reste local. Par la suite, S
C
designe une iso-surface, E
C
l'ensemble de ses sommets.
Theoreme 1 Notons fe
1
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2
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Demonstration. La premiere inclusion decoule directe-
ment des proprietes de l'enveloppe convexe. La demons-
tration de la seconde inclusion repose sur le calcul de la
sphere B
e
i
e
j
de diametre e
i
e
j
avec la grille discrete. Ce
calcul s'eectue par des considerations purement geome-
triques en recherchant les points v pour lesquels les droites
(ve
i
) et (ve
j
) sont orthogonales. Soit P
e
i
e
j
le plus petit pa-
rallelepipede droit contenant les points e
i
et e
j
. Les som-
mets de P
e
i
e
j
se trouvent sur la sphere B
e
i
e
j
. Quelle que
soit la position des sommets e
i
et e
j
sur les are^tes du 8-
cube considere, le parallelepipede P
e
i
e
j
reste inclus dans ce
8-cube (voir gure 3). Par consequent, la sphere B
e
i
e
j
n'in-
tersecte aucune are^te des autres 8-cubes. Elle ne contient
donc aucun points de Enfe
1
; e
2
; :::; e
k
g dans son interieur,
ce qui permet de conclure. 
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Fig. 3: La sphere de diametre e
i
e
j
intersecte le 8-cube
selon 4 cas de gures qui correspondent aux dierentes
positions des sommets e
i
et e
j
sur les are^tes du 8-cube.
Le plus petit parallelepipede droit contenant les points e
i
et e
j
a ete grise. Il est toujours contenu dans le 8-cube.
La seconde ligne presente l'intersection de la sphere, du
parallelepipede et du 8-cube avec le plan fz = 0g.
Theoreme 2 Si S
C
est une iso-surface de sommets E
C
,
alors S
C
 Del(E
C
).
Demonstration. En eet, d'apres construction, toute are^te
de l'iso-surface fait partie de l'enveloppe convexe des som-
mets du 8-cube auquel elle appartient. Le theoreme 1 per-
met de conclure. 
3 Calcul du squelette
3.1 Denition
Le squelette est une representation des objets utilisee
dans le domaine de l'analyse d'images pour la reconnais-
sance et la description de formes. La notion de squelette
a ete introduite pour la premiere fois par Blum [2] sous
la terminologie d'axe median. Le squelette d'un objet se
denit comme l'ensemble des centres de ses boules maxi-
males [6] (voir gure 4). Une boule incluse dans un objet
est dite maximale s'il n'existe pas d'autres boules incluses
dans l'objet et la contenant strictement. Remarquons que
cette denition reste valable quelle que soit la dimension
de l'espace considere.
Le squelette deni dans l'espace continu R
d
possede un
certain nombre de proprietes remarquables [5]. Le sque-
lette est un graphe forme de points et de courbes en 2D et
de points, de courbes et de morceaux de surfaces en 3D.
Il possede le me^me type d'homotopie que l'objet. De plus,
si chaque point du squelette a ete etiquete par le rayon de
la boule maximale centre en ce point, le squelette fournit
un codage reversible de l'objet.
Le calcul du squelette a fait l'objet de nombreux travaux
aussi bien dans l'espace discret que dans l'espace continu.
Dans l'espace discret, de nombreux algorithmes ont ete
proposes qui peuvent e^tre partages en deux familles :
{ les algorithmes fondes sur un amincissement homo-
topique qui preservent l'homotopie [10, 13, 14, 11],
{ les algorithmes utilisant le calcul de la carte de dis-
tance et qui assure la reversibilite [4, 17].
Un inconvenient des approches discretes est la diculte
d'obtenir un squelette discret, c'est-a-dire un ensemble de
voxels qui soit a la fois d'epaisseur 1, reversible et ho-
motope. Pour certains objets binaires, un tel ensemble de
voxels n'existe simplement pas.
Dans cet article, nous utiliserons une approche continue
calculant le squelette a l'aide du graphe de Vorono des
points frontieres [5, 3, 1]. Une telle approche trouve sa
legitimite dans la relation suivante :
Sk(R
d
nE) = Vor(E)
boule maximale
objet
squelette
Fig. 4: Squelette
3.2 Extraction a partir des iso-surfaces
Nous utilisons ici l'approche continue proposee par Bois-
sonnat [3] pour calculer le squelette. Nous avons vu dans
la section precedente que les iso-surfaces etaient incluses
dans le graphe de Delaunay de leurs points frontieres. Les
iso-surfaces etant des 2-varietes de R
3
[9], elles separent
l'espace en deux composantes disjointes : un interieur et
un exterieur. Ainsi, d'apres [3], il est possible de distinguer
deux types de tetraedres de Delaunay, les tetraedres inclus
dans l'interieur de l'iso-surface et les tetraedres inclus dans
son complementaire. Nous denissons le squelette comme
le dual des elements de Delaunay (tetraedre, triangles ou
are^tes) interieurs. Le squelette ainsi calcule est forme de
polygones, d'are^tes et de sommets qui denissent des mor-
ceaux de surfaces et de courbes.
Dierents resultats sont presentes gure 5. Le squelette
derive du graphe de Vorono est dicile a interpreter di-
rectement, car tres sensible au bruit sur la frontiere de
l'objet. Son calcul doit obligatoirement e^tre suivi d'une
phase de ltrage an de garder les branches reellement si-
gnicatives. Nous avons utilise pour cela une methode de
ltrage du squelette etendant les resultats de [1] a l'espace
3D.
Selon la connexite choisie pour les voxels interieurs et
exterieurs, des iso-surfaces dierentes peuvent e^tre obte-
nus pour le me^me volume et le me^me seuil C. Nous avons
utilise le couple de connexite (6; 18) an de minimiser la
constante d'Euler de l'iso-surface et le nombre de trou
dans l'objet. Le dernier point est important pour augmen-
ter l'ecacite de l'etape de simplication.
On peut remarquer l'aspect lisse des morceaux de sur-
face formant le squelette ltre. Un tel aspect est particu-
lierement dicile a obtenir avec les approches discretes, du^
aux problemes poses par la discretisation.
(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
Fig. 5: (a) Coupe dans une image volumetrique. (b) Sur-
face digitale. (c) Iso-surface S. (d) Sommets E de l'iso-
surface. (e) Squelette extrait du graphe de Vorono de E.
(f) Squelette ltre.
4 Conclusion
Dans cet article, nous avons construit un nouveau type
d'iso-surface et nous avons montre son inclusion dans le
graphe de Delaunay de ses sommets. La demonstration
de cette propriete utilise des arguments purement geo-
metriques et ne depend pas de la taille des voxels. La
construction reste ainsi valable pour des volumes aniso-
tropes. Les iso-surfaces ont ete utilisees pour calculer le
squelette des objets. Nos prochains travaux viseront a
utiliser le squelette pour extraire des parametres comme
l'epaisseur ou la longueur sur les objets ou pour remailler
la surface de l'objet.
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